Aufgabe 1: Das Stanzblech: , Gewicht”

Aus einem Blech werden kreisformige Locher im
abgebildeten ,hexagonalen“ Muster ausgestanzt (d.h. die
Mittelpunkte benachbarter Kreise bilden gleichseitige
Dreiecke). Der Abstand der Mittelpunkte benachbarter
Locher betragt a = 12 mm, der Durchmesser eines Kreises
d = 9 mm. Um wieviel Prozent wird die Metallplatte dadurch

leichter? Gehe davon aus, dass das Blech so groB ist, dass

es egal ist, wie der Rand abgeschnitten wird.

Losung:

Verwendet man das Zerlegungsprinzip, bietet es sich an, das Blech in die von den Kreismittelpunkten
gebildeten gleichseitigen Dreiecke zu zerlegen, die in der Aufgabenstellung erwdhnt werden. Man
erhalt - abgesehen vom Rand, der jedoch keine Rolle spielt - lauter kongruente Dreiecke, aus denen
das Blech zusammengesetzt ist. Nach dem Ausstanzen der Lécher bleibt von jedem dieser Dreiecke

die in der folgenden Abbildung dunkelblau gefarbte Flache Ubrig:
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Da es sich um gleichseitige Dreiecke handelt, kann deren Flache berechnet werden, ebenso die der
Kreissektoren. Der Anteil, der durch das Ausstanzen an Gewicht verloren geht, kann Uber den
Quotienten aus der Flache der drei Kreissegmente (die zusammen einen Halbkreis ergeben) und der
Dreiecksflache bestimmt werden. Mit den Zahlenwerten aus der Aufgabenstellung folgt:

3Akreissegment / Abreieck = AHalbkreis / Apreieck = (V2 + 1+ 4,5%) [ (12-6) = 31,8/ 72 = 0,44

Dies entspricht einer Gewichtsersparnis von ungefahr 56%.

Verwendungsvorschlag flir diese Aufgabe:

Diese Aufgabe ist ein Beispiel fur die Anwendung des Zerlegungsprinzips. Wenn die Schilerinnen und
Schiler an dieses Prinzip bereits gewdhnt sind, ist der Einsatz als Ubungsaufgabe sinnvoll. Nachdem
die Lernenden die Aufgabe selbststéandig bearbeitet haben, sollte eine Besprechung der Losungswege
unter besonderer Berlicksichtigung der verwendeten heuristischen Methoden stattfinden. Wenn ein
Schiler die Aufgabe mit dem Zerlegungsprinzip gelost hat, sollte er die Gelegenheit haben, seinen
Lésungsweg vorzustellen. Die Aufgabe kann auch gestellt werden, wenn Kreissektoren im Unterricht

noch nicht behandelt wurden, da sich die drei auftauchenden Sektoren zu einem Halbkreis erganzen.



Aufgabe 2: Kreissage N
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Drehbewegungen werden in technischen Anwendungen haufig durch Riemen §
oder Ketten von einer Welle auf eine andere Ubertragen. In einem Sagewerk
wird eine Kreissdge mit einem Elektromotor betrieben. Auf welche
Umdrehungszahl (Umdrehungen pro Minute) muss der Motor eingestellt werden, wenn sich die Sage
sechsmal in der Sekunde drehen soll?

Antriebsrad
der Kreissage

Elektromotor

d, = 550mm

dy =150mm

Losung:
Wenn der Zusammenhang ;—;=B—fzwischen der Drehzahl beziehungsweise Frequenz f und dem

Umfang U bekannt ist, dann ist die Aufgabe eine Routineaufgabe. Ansonsten kann mit Hilfe des
Invarianzprinzips argumentiert werden: Wenn sich das Rad des Elektromotors einmal ganz
herumdreht, bewegt sich der Riemen oder die Kette genau um den Umfang dieses Rades weiter.
Genau um dieses Stuck muss also auch das andere Rad in derselben Zeit abrollen. In einer Sekunde
soll sich das groRe Rad nun sechsmal drehen. Der Riemen muss sich also in einer Sekunde um
6-11d, ,weiterbewegen®. Wie oft muss sich das kleine Motorrad drehen, um diese Strecke auf dem
Riemen abzurollen? Bei einer Umdrehung wird die Strecke 1red; abgerollt, flir die ganze Strecke
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werden also Umdrehungen bendtigt. Einsetzen der Werte liefert die Umdrehungen pro

Sekunde, das Ergebnis muss fiir die gefragten Umdrehungen pro Minute nur noch mit 60 multipliziert
werden. Als Lésung ergibt sich, dass der Elektromotor auf 1320 Umdrehungen pro Minute eingestellt

werden muss.

Verwendungsvorschlag fiir diese Aufgabe:

Die Aufgabe kann als Ubungsaufgabe verwendet werden. Bei der Besprechung sollte explizit auf das
Invarianzprinzip eingegangen werden. Auch die Parallele zu anderen Aufgaben, in denen das
Invarianzprinzip verwendet wurde, sollte aufgezeigt werden, denn es kann in der Tat in vielen

Bewegungsaufgaben eingesetzt werden.



Aufgabe 3: Ankreis

Unter einem Ankreis versteht man einen Kreis, der eine

Dreiecksseite und die Verlangerung der beiden anderen
Dreiecksseiten berlhrt. Jedes Dreieck hat drei Ankreise.
Berechne den Flacheninhalt eines der drei (untereinander kongruenten)

Ankreise eines gleichseitigen Dreiecks der Seitenlange a!

Lo6sung:

Zur Lésung empfiehlt sich das Anfertigen einer informativen Figur:

Aus der Aufgabenstellung folgt, dass bei den Beruhrpunkten H, T und U rechte Winkel zwischen den
Radien und den (verlangerten) Dreiecksseiten liegen missen, da Tangenten mit dem zugehdrigen
Radius (Verbindung BerUhrpunkt-Mittelpunkt) rechte Winkel einschlief3en.

Die Hohe des gleichseitigen Dreiecks ABC, kann mit dem Satz des Pythagoras bestimmt werden:
a?="a*+h? liefert h =3253.

Da man fir die Berechnung des Flacheninhalts des Ankreises dessen Radius braucht, muss dieser
ebenfalls mit Hilfe des Satzes des Pythagoras bestimmt werden. Es gilt

rr+BU+ay=(h+r)? (1)
Unbekannt ist noch die Lange der Strecke BU, um diese zu bestimmen, ist das Einzeichnen einer
Hilfslinie von Nutzen: der Strecke MB. Dadurch wird das Viereck MUBH in zwei rechtwinklige Dreiecke
mit der gleichen Hypotenuse MB und einer gleichlangen Kathete MU = MH = r zerlegt. Nach den

Kongruenzsétzen fur Dreiecke gilt dann:

Lange der Strecke BU = Lange der Strecke BH =

]
=72
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Eingesetzt in Gleichung (1) folgt r a (dies entspricht gerade der Dreieckshdhe!) und damit fur die

gesuchte Kreisflache A = % a2



Aufgabe 4: Baumalter

Wie alt ist der dargestellte Baum? Man hat ermittelt, dass der Umfang eines Baumes pro Lebensjahr

um durchschnittlich 2,5 cm wachst.

Losung:

Da in der Aufgabenstellung keine MalRe angegeben sind, ist der Lernende darauf angewiesen, diese
aus dem Foto zu entnehmen und in die Wirklichkeit zu Ubertragen. Der einzige Bezugspunkt hierfur ist
der Mann oder die Frau neben dem Baum. Betrachten wir beispielsweise den Mann: Er ist auf dem
Bild ungefahr 2 cm grof3, der Baumstamm ist auf dem Bild ungefahr 9 cm breit. Angenommen, der
Mann ist in Wirklichkeit 1,90 m grof3, dann folgt daraus, dass 2 cm auf dem Bild in der Realitat 1,90 m
entsprechen.

Dann ist der Baumstamm in der Realitat ca. [(9 cm - 1,9 m) / 2 cm] = 8,55 m breit.

Der Umfang des Baumes ist dann ca. m-d = 17 - 8,55 m = 26,86 m

Da der Umfang eines Baumstammes durchschnittlich um 2,5 cm pro Jahr wachst, folgt daraus, dass
der Baum etwa 1.000 Jahre alt ist, denn Ugaym = 26,86 m = 2686 cm = Anzahl der Jahre - 2,5 cm.

Aufgabe 5: Rekursionsformel fur n-Ecke

Sei s, die Seitenlédnge des regelmaRigen n-Ecks mit dem Umkreis mit Radius r.

Bestimme die Seitenlange des regelmaRigen 2n-Ecks mit demselben Umkreis!

Losung:

Der Umkreis ist eine Invariante in dieser Aufgabe: n-Eck und 2n-Eck haben denselben Umkreis.

Deshalb lassen sich beide in eine informative Figur einzeichnen:



Die Anwendung des Satz des Pythagoras auf das Dreieck ABD liefert einen Zusammenhang zwischen

S, und s;,, in dem allerdings noch die unbekannte Lange der Strecke BD auftaucht (mit x bezeichnet):
(sn/22+x*=(s2n)* (1)

Die Unbekannte x kann Uber das Dreieck AMB mit dem Satz des Pythagoras aus den Gréfien rund s,

berechnet werden: (sn/2P+(r—x)*=r> (2)

Gleichsetzen von (1) und (2) mittels Eliminierung von x und anschlieBende Umformung, um den

erhaltenen Ausdruck zu vereinfachen, liefert letztlich die gesuchte Rekursionsformel:

2 /.2 2
Son =\/2r —2r4rc—(sn/2)

2 (42 2
Son = 2r<—r4rc-sp

Alternativer LOsungsansatz: Einzeichnen der Sehne AE (vergleiche Skizze) liefert mit dem Satz des
Thales das bei A rechtwinklige Dreieck AED. Wendet man auf dieses Dreieck den Kathetensatz und
auf das Dreieck AMB den Satz des Pythagoras an, erhalt man das gleiche Ergebnis mit etwas weniger

Rechenaufwand.



